Concurso Nacional de Matematicas Pierre Fermat 2012

Examen para Nivel Superior
Primera Etapa

Instrucciones: No utilizar celular (éste debera de estar apagado), calculadora ¢ cualquier
otro medio en el cual se puedan realizar operaciones aritméticas. No hay sugerencias a los
problemas; cualquier pregunta que se haga debera de estar relacionada con la redaccion del
problema y/o con alguna duda sobre el conocimiento propio de la matemdtica. Deberd de
contestar los siguientes problemas de opciéon multiple.

Duracion de Examen: 3:00 horas.

Problemas

Problema 1. Para cualquier tridngulo, ;Cual es la distancia [ entre los centros del circulo
Circunscrito (radio R) y el circulo inscrito (radio r)?

a)l=R—r b)l=r—R c)l=R?—r? d) I =r?— R?

Problema 2. Las rectas Ly = (5,—6,3)t + (2,1, —4) y Ly = (1,3,7)t + (5,3, —6) ;Cémo son?

a) Coplanares b) Paralelas c¢) No se intersectan d) Se intersectan en un punto

Problema 3. Cuantos trapecios hay que tengan area igual a 2 y la suma de sus diagonales es
1

a) 0 b) 1 c) 2 d) Una infinidad

Problema 4. Se da PC LK M. Los puntos A y B estan del mismo lado de KM que C, pero
Ay B estan en lados opuestos de PC. A esté del mismo lado que PC que K. Si AACP =
ABCP.;Cémo es el ZKPA con respecto a ZMPB?

a) /ZKPA< /ZMPB b) ZKPA=/MPB c¢) ZKPA>/ZMPB d)No se puede saber



Problema 5. ;Cuantos numeros pitdgoricos (a? + b* = ¢?) existen que cumplen |a — b| = 1?7
a) 1 b) Menos de 100 ¢) Una infinidad d) No se puede saber

Problema 6. ;Cuadl es la suma de las medidas de los angulos de un poligono convexo de n lados
a) (n—1)180 b) (n +1)180 c) (n —2)180 d) (n+2)180

Problema 7. Se sabe que la longitud de un tridangulo equilatero AABC es 6 y que P, @, R son
los puntos medios de sus lados. Los arcos 1/352, PR y @1\% tienen como centro los vértices del

tridngulo. Determine el area de la region PQR

a) 3v/27 — /2 b) 3v27 + /2 c) /2 — 327 d) /2 + 3v/27

Problema 8. ;Cual es el valor de la siguiente integral?

1
/ (2° 4+ 2%) Va3 + 2du.
0

Problema 9. Cudnto aproximadamente mide el drea entre los circulos 22 +y* =4y (v —2)*+
y =1
a) 0.6 b) 1.22 c) 1.5 d) 2

10
Problema 10. Encuentra el valor de b para que la igualdad sea correcta / f(z)dx =10 con
0

f(q;):{x st x<b

T st x>b

No hay solucion

mta/7m2—4(1/2)(7—1) w24+4(1/2)(1—m) —mtq/m2—4(1/2)(m—1)
a) 2(1/2) b) 2(1/2) ) 2(1/2) d)

Problema 11. Si w = \/75 + 3i, entonces w?*'? es:

a) —¥2 1 1 b) —¥3 _ 1 c) —1 4L d) —1 — 3



Problema 12. Sea A € M,,«,(R). El polinomio minimo de A, m4(x) no satisface:
a) ma(A) =0 b) deg(my) <n

¢) ma(x) es un polinomio irreducible d) m4(x) es un polinomio ménico

Problema 13. Una A € M, «,(R) se dice ortogonal si AA* = I,. Una de las siguientes

condiciones no es equivalente a las demas.
a) A es una matriz ortogonal

b) A preserva longitud, es decir, ||z|| = ||Az|| para todo x € R”
¢) A preserva producto interno, es decir, (z,y) = (Az, Ay), para todo x € R™.
d) A preserva dngulos, es decir, si 0 es el dngulo entre x y v,

entonces 6 es el angulo entre Az y Ay

Problema 14. La funcion determinante no satisface:

a) det(AB) = det(A)det(B), para toda A, B € M,,»,(R)

b) det(aA) = adet(A), para toda A € M,,x,(R) y para toda a € R
¢) det(A") = det(A), para toda A € M5, (R)

d) det(I,,) =1

Problema 15. Si
1+4¢ 1 1 1
0 ; 0 0
A= ! ,
1 1 1+4 1
-2 -2 =2 2473

entonces 7 tiene multiplicidad geométrica (es decir la dimensién del espacio propio asociado a

i) igual a:
a) 1 b) 2 c) 3 d) 4
-3 -7 -5 0
) 2 4 30 , .
Problema 16. Si A = ) 5 50 | entonces la forma candnica de Jordan de A es:
0 0 01
1 000 1 0 00 1 000 1 0 00
01 00 11 0 0 1100 1100
a) b) c) d)
0010 0010 0010 0110
0001 0011 0 001 0 001



Problema 17. Sea G = Q \ {1}. Dados a,b € G, definimos a * b = a + b — ab. Entonces

a) * no es conmutativa b) * no es asociativa

c¢) Existe un elemento identidad en G para * d) No todo elemento de G posee inverso

Problema 18. Sea A € M,,«,(R). Una de las siguientes condiciones no es equivalente a las

dems a) A es una matriz no singular b) Las columnas de A son linealmente independientes
emas.
¢) 0 es un valor propio de A d) El sistema AX = 0 tiene una tnica solucién

Problema 19. ;Cual de las siguientes relaciones no es una relacién de equivalencia?.
a)EnZ,a~b<alb
b) Sean V' y W espacios vectoriales y sea T': V' — W una transformacion lineal
a~fsa—pFekerT
¢) En R?, (21,41) ~ (22, 92) & y1 — 27 = yo — 25
d) En el conjunto de matrices de orden n con entradas en R no singulares,
A~ B & det(AB™) =1

Problema 20. Calcule el siguiente determinante de orden 2012:

0111 1
1 100 0
1 010 0
1 001 0
1000 ... 1
a) 2011 b) -2011 c) 2012 d) -2012

Problema 21. Sea A € M,,»,,(C) una matriz compleja cuadrada cuyo polinomio minimo es
x® 4+ 1. Calcule A?912,

a) —A? b) A2 ¢) —1I, d) I,



b
Problema 22. Calcule A2+ )2, donde \; y A, son los valores propios de la matriz A = ¢ J
c
a) a? + 2bc + d? b) a* — 2bc + d? c) b + 2ad + ¢ d) b — 2ad + ¢*

Problema 23. En el conjunto SMsy2(R) de las matrices reales cuadradas simétricas de orden 2

consideramos la relacién de congruencia: dos matrices A y B se llaman congruentes si existe una

matriz invertible P tal que B = P'AP, donde P! es la matriz P transpuesta. Es facil ver que

la congruencia es una relacion de equivalencia. Calcule el nimero de las clases de equivalencia.
a) 3 b) 4 c)b d) 6

Problema 24. Estan dadas cuatro series convergentes. Determine, la suma de cual de estas

no es un numero entero.
o) oo

1 — k 1 —1)k*!
2) Y 5 b);? C)Zm d)z( 13

k=1 k=1 k=1

Problema 25. Calcule el nimero de las aristas de un cubo de dimensién 4.

a) 16 b) 20 ¢) 32 d) 64



